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Abstract. In this paper a special case in magnetostatics is presented to show a
contradiction in Maxwell’s equations. This necessarily leads to their generalisation
and consequently results in quantitative predictions of a longitudinal force. This force
additionally appears to already known forces (electric and magnetic force) and depends
on magnetic vector potential. It can lead to mechanical deformations of current-
carrying conductors which can be tested in experiments. If this proof is successful it
will be an evidence for the fact that the vector potential is a real measurable physical
variable in classical electrodynamics.

Zusammenfassung. In dieser Arbeit wird an einem besonderen Beispiel der Ma-
gnetostatik ein Widerspruch in den Maxwellgleichungen aufgezeigt. Dies fiihrt not-
wendigerweise zu deren Verallgemeinerung. Als Konsequenz ergeben sich quantitative
Vorhersagen zu einer Léangskraft, die zus#tzlich zu den bereits bekannten Kriften
(der elektrischen und magnetischen Kraft) auftritt und vom Vektorpotential abhéngt.
Sie kann zu mechanischen Verformungen an stromdurchflossenen Leitern fiihren, die
sich experimentell iiberpriifen lassen. Sollte dieser Nachweis gelingen, wire dies ein
Beweis dafiir, dass das Vektorpotential eine reale, messbare physikalische Grofe in der
klassischen Elektrodynamik ist.

PACS numbers: 41.20.-q
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1. Die Kraft im radial durchstromten, dickwandigen Hohlzylinder

1.1. Das Magnetfeld im Leiterinneren

Betrachtet wird ein elektrischer Leiter in Form eines dickwandigen Hohlzylinders, der
in radialer Richtung von einem Strom durchflossen wird. Die Mantelflachen bei r = r;
und 7 = 7, seien ideal leitend und bilden somit Aquipotentialflichen. Angelegt werde
eine Gleichspannung U. Es soll das Magnetfeld B bestimmt werden.

Ausgehend von der Laplace-Gleichung

AV =0 (1.1)
erhélt man das elektrische Potential
n-
V(r)=-U—*. 1.2
" =-Upa (12)
Mit der elektrischen Leitfdhigkeit x ergibt sich dann fiir die Stromdichte
ov U1
ir(r) =kE, = —k— = i (1.3)

or  In2r

Sie erfiillt die Kontinuitatsgleichung

divi = 0. (1.4)
Zur Berechnung des Magnetfeldes wird die folgende Gleichung des Vektorpotentials
benutzt:

rot rotA = grad divA — AA = pioi. (1.5)
An dieser Gleichung ist zu sehen, dass das Vektorpotential parallel zur Stromdichte
liegt. Da hier die Stromdichte nur eine radiale Komponente hat, kann das Vek-
torpotential ebenfalls nur eine radiale Komponente haben. Aufgrund der Rotations-
symmetrie einerseits und der axialen Translationssymmetrie andererseits kann diese
Radialkomponente nur vom Radius abhéngen. Daher muss die Losung fiir das Vektor-
potential die Form

A=A (r)E, (1.6)
haben. Dieses Feld ist wirbelfrei und fiir das Magnetfeld gilt daher
B =rotA = 0. (1.7)

Obwohl der Leiter von einem Strom durchflossen wird, entsteht in ihm kein Magnetfeld.
Das steht im Widerspruch zum Durchflutungsgesetz

rot B = i, (1.8)
(ein anderer Weg ohne Vektorpotential zu einem Widerspruch ist im Anhang 4.7
beschrieben). Die Giiltigkeit des Durchflutungsgesetzes ist aber durch viele andere

experimentelle Erfahrungen belegt. Es stellt sich daher die Frage, ob die zur Laplace-
Gleichung (1.1) analogen Poisson-Gleichungen

AA = —pgi. (1.9)
auf eine Weise hergeleitet werden koénnen, die das Vorhandensein eines Magnetfeldes
nicht zwingend voraussetzt.
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1.2. Erweiterung der Maxwellgleichungen

In einer anderen Arbeit [3] hat der Verfasser Verallgemeinerungen der Maxwellgleichun-
gen vorgeschlagen, die von der Bewegungsgleichung

mv = —qgradV (1.10)
ausgehen. Sie lauten

Sap = OuAg, (1.11a)

008 = p1oi®. (1.110)

Im Anhang 4.1 und 4.2 wird gezeigt, dass diese Gleichungen jeweils als Losung
eines Variationsproblems aufgefasst werden konnen. In beiden Gleichungen sind die
Maxwellgleichungen

Fo53 = 0,Ap — 03Aa, (1.12a)
O P = il (1.120)
als Spezialfille enthalten. I ist das elektromagnetische Feld
0 E. B E
Ey E
(Fup) = :; ng _fz _Béx = ( _Og . ) . (1.13)
-£ -B, B, 0
Die Gleichungen konnen dazu wie folgt umgeformt werden:
Sap = 00Ag — 03As + 0sAn = Fup + 0Aa, (1.14a)
005 = 9, FP 4+ 0,0° A% = 9, F P + 90, A% = i, (1.14b)

Die Summe 0,A% des zweiten Terms in der zweiten Gleichung muss dabei nicht
unbedingt verschwinden (wie bei der Lorenz-Eichung). Das Tensorfeld S,z lésst sich
in Matrizenform wie folgt darstellen:
10 (V) _104
Sa — cOt\ ¢ c ot , 1.15
(Sas) V) -Vve 4 (1.15)

wobei das Zeichen ® das dyadische Produkt zweier Vektoren bezeichnet. Gleichung
(1.11b) lautet dann

< o Y ) ( éaﬁvt(é)) _é%;/f> Zu(](poc f). (1.16)

Fiir den hier betrachteten magnetostatischen Fall mit zeitlich konstanten Potentialen
und nicht vorhandener Raumladung py ergibt sich

o(+(2) ()

V(-V & A) = —AA = pi. (1.170)
Zwischen dem Magnetfeld B und dem Feld
S=VoA (1.18)
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besteht der Zusammenhang
B=S-S". (1.19)

Das Feld S enthélt im Unterschied zum Magnetfeld B i. a. nicht verschwindende
Hauptdiagonal-Komponenten. Wéhrend im vorliegenden Fall alle Komponenten des
Magnetfeldes verschwinden, sind beim Feld S noch Hauptdiagonal-Komponenten vor-
handen. In Zylinderkoordinaten hat das Feld mit (1.6) die Gestalt

0A, 8A<P 0A, 0Ar O 0
oA or A a4 or N a[i(’ or
— r _ P P Ar z — A_
S = rdp r rop + r rOp - 0 rr 0 : (12())
OA, 0A, OA, 0 0 0
0z 0z 0z

Die Laplace-Gleichung (1.1) und die Poisson-Gleichungen (1.9) sind auch bei verschwin-
dendem Magnetfeld giiltig.

1.3. Berechnung des Vektorpotentials

Zur Berechnung des Vektorpotentials werden die Poisson-Gleichungen (1.9) in Zylinder-
koordinaten angegeben [2]:
20A, A

AA, — o, 2 = — ol (1.21a)
204, A .

AA@ + 7“_2 agp — T—;p = —/1,02@, (121b)

AA, = —ol,. (1.21¢)

A ist der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten:
10 0 1 9 0?
T roror  2og a2
Da wegen (1.6) die - und z-Komponente entfallen, bleibt nur der Radialteil tibrig:
AA, — % = —oly. (1.23)
Fiir A,(r) in der Wand des Hohlzylinders (r; < r < ry) folgt daraus die Differential-
gleichung:

(1.22)

0?A, 104, A, kU 1
- T a2 1.24
or? r or r2 Ho In2r (1.24)
Fiir die Gebiete innerhalb und auflerhalb des Hohlzylinders gilt:
0?A, 104, A,
—_— —_—— . ]..2
or?2 r Or r2 0 (1.25)
Zur Abkiirzung wird gesetzt:
kU
By = HO@, (1.264)
r
= — 1.260
0= (1.261)
Ay
y(z) = Arr) (1.26¢)
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Das fiihrt zur folgenden Differentialgleichung:

0 0 <z <1 (Gebiet I),

1 1 1
Y'+ >y — Sy=3 —= 1< <z, (Gebiet II), (1.27)
X x xXr

0 x > xy (Gebiet I1I).

Die Losung dieser Gleichung ist im Anhang 4.3 gezeigt. Fiir das Vektorpotential erhélt

man
( 2
Cii 5, M
—730— + CQIB()T O <r< T,
T

2 B
An(r) = _an Bo—rl + contBor — -0 rlni r1 <r <7, (1.28)
2 r 2 1

2
———By— + com Bor r > Ty,
\ 2 T

Um Singularitdten im Ursprung und im Unendlichen zu vermeiden, werden die Inte-
grationskonstanten ci; und corpp zu Null gesetzt. Fiir die Bestimmung der iibrigen vier
Integrationskonstanten werden vier Grenzbedingungen benétigt. Diese ergeben sich aus
der Forderung, dass die Komponenten des Feldes S bei r; und ry stetig sein sollen, d.h.

A (r1) = A (r1), ( )
AL, (r) = A, (r), (1.290)
AHT(TQ) = A (r2), ( )
Aty (r2) = Ay, (r2). ( )

Die Ableitung des Vektorpotentials lautet
(

co1Bo 0<r<mr,
a1 By r
B S ——— — <r<
Alry={ > By -2 + canBo 5 (1+ lnr1> " =TT, (1.30)
2
anr , T
gL > 7.
[ 2 0 2 r T2
Nach Einsetzen der {ibrigen Integrationskonstanten ergibt sich schliefSlich fiir das Vek-
torpotential
(B
jo(ln:—j)r 0<r<r,
B B
A (r) = ZOm(r_rl — %) + 70(111%)7“ ST STy, (1.31)
B 2 .2
Jore T r > .
\ 4 r

Wie zu sehen ist, erzeugt die Stromdichte hier kein Magnetfeld, sondern entsprechend
(1.14b) nur ein Vektorpotential mit nicht verschwindender Divergenz.

Hier wurde das Vektorpotential direkt aus den drei Poisson-Gleichungen (1.9)
berechnet. Alternativ dazu kann die Berechnung auch mit einer anderen Gleichung er-
folgen, indem man die Bedingung B = 0 und das berechnete Potential (1.2) nutzt, siche
Anhang 4.4.
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1.4. Berechnung der Krifte
Mit (1.11a) und (1.14a) gilt fiir die Kraft auf eine bewegliche Probeladung

K, = q@aAguB = an,gu*B = qFaguﬂ + quﬁé?BAa. (1.32)
Fiir ein Ladungselement dg in einem Leiter gilt entsprechend

dK, = quaguﬁ + dquﬂé)ﬂAa = pdVFaguﬂ + pquﬁ(()BAa. (1.33)
Mit der Kraftdichte

dK,

ko = G (1.34)
gilt dann

ko = pFopu’ 4+ puP 05 A, = Fapi® + 705 A,. (1.35)

Fiir den rdumlichen Anteil gilt dann in Vektorschreibweise
k=pE+ix B+ (iV)A = pE +kq+ k. (1.36)

Der erste Anteil ist Ursache fiir die elektrische Verlustleistungsdichte, die zur
Erwarmung des Leiters fiihrt.

/;q ist die Lorentzkraftdichte, die quer zur Stromflussrichtung wirkt. Sie kann auf
eine Divergenz des Maxwellschen Spannungstensors zuriickgefiithrt werden. Mit Hilfe der

Beziehung
V(@) =adx (V xb)+bx (Vxa)+ (bV)a+ (aV)b (1.37)
bildet man aus dem Gradienten der magnetischen Feldenergiedichte
V(B L8 = LB < (v« B+ (BV)B) (1.38)
200" 2p0 o

Im ersten Term kann das Durchflutungsgesetz (1.8) eingesetzt werden. Der zweite wird
mit der Beziehung

V(@®b) = (@V)b+ b(Va) (1.39)
weiter umgeformt. Dann ergibt sich
B
V(—)=Bxi+ —[V(B®B) - B(VB)|]. (1.40)
2410 Ho

Der letzte Term verschwindet wegen der Quellenfreiheit des Magnetfeldes. Die Gleichung
wird nun umgestellt:

I D B2
kq=—V(B®B)—-V(—
o ( ) (2#0
Am zweiten Term rechts dndert sich nichts, wenn man ihn mit der Einheitsmatrix I

). (1.41)

multipliziert:

). (1.42)
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Mit dem Maxwellschen Spannungstensor des magnetisches Feldes

—

1 - = B?
T,=—(B®B——I 1.43
y= (BeB- T (1.43)
ergibt sich
kq=VT,. (1.44)

Die Lorentzkraftdichte verschwindet im hier vorliegenden Fall.
Fir die in Stromflussrichtung wirkende Kraftdichte % kann mit (1.39) ein ent-
sprechender Ausdruck hergeleitet werden:

—

k=(GIV)A=V({i®A) - AVi) (1.45)

Wegen der Kontinuititsgleichung (1.4) verschwindet der letzte Term und es wird
ki=VT, (1.46)
mit dem Spannungstensor
T, =i®A (1.47)

Da Stromdichte und Vektorpotential parallel zueinander liegen, kann die Stromdichte
mit einer geeignet gewahlten, skalaren Funktion A geschrieben werden als

i= M. (1.48)

Der Tensor

T, =)MoA (1.49)

ist also symmetrisch. Im Anhang 4.5 wird gezeigt, dass alle Nichtdiagonalkomponenten
verschwinden.

Neben den bekannten elektromagnetischen Kriften tritt zusdtzlich eine Kraft in
Stromflussrichtung in Erscheinung, die nur vom Vektorpotential abhingt. Das Vektor-
potential muss daher in der klassischen Feldtheorie als reale, messbare physikalische
Grofle angesehen werden.

Der Tensor T, fiir den hier vorliegenden Fall lautet

o, 00
T, = 0 00 |, (1.50)
0 00
mit der radialen mechanischen Hauptspannung
dK,
S — Y 1.51
or = qp = i (1.51)

Fiir die Kraftdichte folgt mit der Divergenz eines symmetrischen Tensors in Zylinder-
koordinaten (siehe Anhang 4.6):

1
k, = —g(rar) _Ze,

ror r (1.52)
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Daraus ergibt sich mit o, = 0 fiir die Kraftdichte am Innen- und Auflenrand des Hohl-

zylinders
By? | 1
207 1 r re
k, = ot Tl 1.53
BOQ B T_12) i ( )
4poT2 r9? ?

Das bedeutet, dass die Wand des Hohlzylinders zusammengepresst wird. Die Polaritét
der Gleichspannung spielt dabei keine Rolle, da sie quadratisch in die Kraftdichte
eingeht.

Im folgenden Abschnitt wird ein Experiment vorgeschlagen, mit dem sich die radiale
Kraftdichte nachweisen lief3e.

1.5. Verformung der Oberfliche einer elektrisch leitenden Flissigkeit in einem
Zylinderkondensator

Ein Gefafl in Form eines Zylinderkondensators ist bis zur Héhe h mit einer elektrisch
leitenden Fliissigkeit der Dichte o und der Leitfahigkeit « (z. B. Quecksilber) gefiillt. Der
Kondensator wird an eine Gleichspannung U gelegt. Fiir das Kraftdichte-Gleichgewicht
an der Oberflache gilt dann:

ogsina = k,.(r)cosa. (1.54)

Der Winkel « ist ein MaB fiir die Steigung der Oberflache in radialer Richtung. Fiir die
Kraftdichte in der Fliissigkeit bei Stromfluss folgt aus (1.52):

10 kU 1 Bg 7'1

kp(r) = - - —)+ —rl
) = Ll (0= ) ) .
B02 7"12 T2 1 '
- SRS
2uor " 2r ro 2
mit (1.26a)
po 2mhe o
B — — I 1.
° 2rh 2 V=9 (1.56)
Bestimmung des Oberflichenprofils z aus (1.54):
Ky
tana = 2’ = ﬂ (1.57)
0g
Integration ergibt:
1
z(r) = —/k‘r(r)dr
e9 ) (1.58)
= By’ (x +In’z + Inz + C),
~ dpoog 227
mit z = % und z; = :—; Wahlt man fiir zo = 1 z(z2) = 0 d.h.
2
c=-"L (1.59)

2
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und setzt
_ B _to Ly (1.60)
dpoog 09 4rh

20

so gilt
() = —2zo( 12—}—12 + Inz — 12) (1.61)
z(x) = z022 n“z + Inz 5 ) .

Fiir die spezielle Wahl x; = i ergibt sich in normierter Darstellung
z(x) 1

1
- —In%r -1 —. 1.62
. o nx—i—32 (1.62)
Dieser Graph ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

[
+0.4° 1

+0.3
+0.2
+0.1

o1 | +0.2 +0 +0.6 +0.8 +1.0 a

—4.2
0.3
0.4
0.5
-0.6
-0.7
-0.8
-0.9
-1.0
g 3

Abbildung 1. Oberflachenprofil fiir 1 = %

Die Fliissigkeit wolbt sich zu einem Maximum auf und féllt zum inneren und &ufleren
Rand hin ab. Die Absenkung am inneren Rand ist stérker, da dort die Stromdichte gréfer
ist.
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1.6. Berechnung der Induktivitdit

In der eben besprochenen Versuchsanordnung sollte auch eine Induktivitdt vorhanden
sein, obwohl kein Magnetfeld vorhanden ist. Es gilt

- 0A
Bog = — 22 1.63
=2 (1.63)
und wegen (1.7)
A= —gradP. (1.64)
Mit (4.45) aus Anhang 4.4 gilt dann
oP
ind = — 1.
Via = -2 (1.65)

Also ist

Uind = Vind(r1) = Vina(r2) = —%[P(Tl) — P(ry)]

o ro (166)
= —E/ A (r)dr.

Fiir langsam verdnderliche Felder wird angenommen, dass (1.31) ndherungsweise giiltig
bleibt. Dann ergibt sich mit (1.56) nach Integration

T1

2
Mo 2 9 9 T2 8[ 8[
Upg = ——— — —r’ln—)— = —L—, 1.67
4= g T o) 5 ot (1.67)
also fiir die Induktivitat
L= ﬂ(7’22 —r? - 7“1211122). (1.68)
h 712

2. Die Krifte in einem Draht mit Kreisquerschnitt

Ein Draht mit Kreisquerschnitt werde von einem Gleichstrom I durchflossen. Dann gilt

fiir die Stromdichte
I

= ——. 2.1
s = —p (2.1)
Die Poisson-Gleichung lautet dann

10 0A,

i — i 2.2

ror or Hotz, (2:2)

da A, wegen der Rotationssymmetrie nur vom Radius abhéngt. Fiir das Leiterinnere

erhalt man
2

A, = —uo%iz. (2.3)
Daraus ergibt sich fiir die magnetische Feldstéarke
0A,  polr
B, =— = —. 24
v or 2m R? (24)
Die Lorentzkraftdichte ist dann
_ _Ho Ly
b= —E0 ()P (25)
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d. h. der Draht wird radialer Richtung zusammengequetscht (Pinch-Effekt).
Zusétzlich tritt aber auch eine Kraft entlang des Drahtes auf, die aus zwei Anteilen
besteht. Der Tensor

-1 0 0
B 2
T, = 2—“" 0 1 0 (2.6)
olio 0 1
liefert die axiale Hauptspannung
po, I 5 7o
L= —(—) (=)~ 2.7
7b: = —E (5= )(5) 27)
Nach Integration iiber den Kreisquerschnitt ergibt sich der Kraftanteil
fiol?
Ky, = —"——. 2.8
B 167 (28)
Der zweite Anteil wird durch das Vektorpotential selbst erzeugt. Mit dem Tensor
00 O
T, =100 0 (2.9)
0 0 A,
ergibt sich die Hauptspannung
EVTAEY
.= —po(=—=)(= 2.10
OA Mo(27T R) ( R) ( )
und die Kraft
fiol?
Ky, = — , 2.11
N (2.11)
Die gesamte axiale Kraft ist dann
3pol?
K, —— Hol™ (2.12)
167

Diese Kraft driickt den Draht in Ldangsrichtung zusammen. Fiir einen Strom I = 10kA
ergibt sich eine Druckkraft K, = 7,5N. Krifte dieser Art konnen zur Verformung
von Stromschienen fithren. Solche Erscheinungen wurden bei der Erforschung und
Entwicklung sogenannter Railguns beobachtet [1].
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3. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei besondere magnetostatische Félle behandelt, die folgende

Ergebnisse gebracht haben:

Am Beispiel eines radial durchstrémten Hohlzylinders wurde ein Widerspruch in
den Maxwellgleichungen aufgezeigt.

Dieser Widerspruch gibt Anlass zu einer Verallgemeinerung der Maxwellgleichun-
gen.

Diese Erweiterung fiithrt zu der Erkenntnis, dass das Vektorpotential der klassischen

Elektrodynamik eine reale, messbare Grofie ist.

Das berechnete Vektorpotential und die daraus resultierenden Kréifte fiihren zu
der experimentell iiberpriifbaren Vorhersage, dass die Wand des Hohlzylinders
zusammengedriickt werden sollte.

In einem anderen Experiment sollte die radiale Kraftdichte zu einer Aufwolbung
von elektrisch leitenden Fliissigkeiten fiihren.

Am Beispiel eines stromdurchflossenen Drahtes wurde unter Beriicksichtigung der
verallgemeinerten Maxwellgleichungen eine Druckkraft in Langsrichtung auf den
Draht berechnet.

Diese Langskraft entsteht zu einem Drittel unter dem Einfluss des Magnetfeldes
und zu zwei Dritteln unter dem Einfluss des Vektorpotentials.

Léangskrifte dieser Art wurden bereits in der Vergangenheit beobachtet.

Was zu tun bleibt ist, diese vorhergesagten Krifte in Experimenten quantitativ genau

nachzupriifen.
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4. Anhang

4.1. Herleitung der homogenen Feldgleichung aus der Lagrangefunktion

Ausgangspunkt ist die Herleitung aus einem Wirkungsprinzip mit Hilfe der Lagrange-
funktion

L(t,z,0) =T(t,2,0) — U(t, Z). (4.1)
Um auf diese Weise die Maxwellschen Gleichungen herleiten zu konnen, werden iiblicher-

weise nicht-konservative Kréfte angenommen. In die Lagrangefunktion wird dazu ein
verallgemeinertes, geschwindigkeitsabhéngiges Potential eingefiihrt:

L(t,z,0) =T(t,&,7) — U(t,Z,7). (4.2)
Hier wird auf diese Art der Verallgemeinerung verzichtet und mit konservativen Kréften

gerechnet. Wie sich zeigen wird, entstehen dadurch verallgemeinerte Feldgleichungen
der Elektrodynamik, welche die Maxwellgleichungen als Spezialfall enthalten.

4.1.1. Berechnung fiir den nichtrelativistischen Fall Zunéchst wird die Rechnung fiir
v < ¢ durchgefithrt. Um ein Potential fiir konservative Krifte einzufithren, wird die
Lagrangefunktion der Maxwellschen Theorie um eine Nebenbedingung erginzt:

1 ﬁ B}
L(t,2,0,3) = 5mi® = q(V = 9A) + Ag(V — 94 ~ ), (4.3)

wobei A der Lagrange-Multiplikator ist. Zur Bestimmung der Bewegungsgleichung
werden die folgenden Gleichungen bendétigt:

oL
— = 4.4
doL 0L
T 4.4
dt ov 0% (4.40)
Die erste Gleichung liefert die Nebenbedingung
Vot,Z) =V — GA. (4.5)

Es existiert also ein Bezugssystem, in dem sich die Erscheinungen der Elektrodynamik
auf ein konservatives Feld zuriickfithren lassen. Die zweite Euler-Lagrange-Gleichung
liefert zunéchst

oL

= =mi+q(1-NA 4
57 = mi+a(l=A)A4, (4.6a)
oL -
e —q(1 = N)V(V = TA) — MgV V. (4.6b)
und daraus fiir die Bewegungsgleichung:
: dA .

mtv = q(1 = \)[-VV — " + V(7A)] — A\¢VV

=q(1 = N)[-VV - 04 _ (FV)A + V(TA)] — AV V.

— 1 ar v vV (4.7)

9A .
=q(1 = \N)[-VV — e + U x (VxA)| - AV

g1 = N(E+ 7 x B) — \qVV,.
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Wird A = 1 gewihlt, so ist eine Verallgemeinerung der Bewegungsgleichung moglich:

-,

mv = —qVVy = —qV(V — TA) (4.8)
— —qVV +qi x (V x A) + q(@V)A (4.9)
—q[-VV + 7 x (V x A)] + qi#(V & A) (4.10)

A . .
= q[=VV = =+ Tx (V x D))+ gl +3(V @ A (4.11)
o - DA
= q(E+7x B) + (5 +78) (4.12)
. . 104
=qE+TxB+(c)| 2 | (4.13)
= ¢[E+ 7 x B+ (¢, 0)(S54)). (4.14)

Der Ausdruck

33

194
(Sa) = < ‘g ) (4.15)

1st dann ein Feld, welches zu den bisher bekannten elektrischen und magnetischen

Feldern hinzukommt. Es ldsst sich mit einer 4x3-Matriz beschreiben.

Die Ruheinduktion wird {iblicherweise mit der Lenzschen Regel beschrieben: Die
induzierte elektrische Spannung ist so gerichtet, dass sie der zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses entgegenwirkt. Die induzierte elektrische Feldstéarke lasst sich aber
analog zur klassischen Mechanik auch als Anderung eines Impulses auffassen:

. 0A
=22 4.16
4= 7 (4.160)
g oY (4.16)
A '

Diese Sichtweise hat den Vorteil, dass sie nicht auf das Vorhandensein eines Magnetfeldes
angewiesen ist. Wird die obere der beiden Gleichungen geschrieben als

Eina + %—‘j =0, (4.17)
so entspricht dies einer Impulserhaltung: In einer ruhenden, geschlossenen und ring-
formigen Leiterschleife werde ein Strom induziert. Léngs der Leiterschleife wirkt dann
geméf (4.12) als Antwort eine Kraft %‘f in die entgegengesetzte Richtung und sollte sie
in eine Rotationsbewegung versetzen. In Analogie zur klassischen Mechanik entspricht

dies z. B. dem Riickstof3, der beim Abfeuern eines Geschosses entsteht.

4.1.2. Kovariante Bewegungsgleichung Fiir Geschwindigkeiten v < ¢ ldsst sich die
kovariante Bewegungsgleichung aus einer kovarianten Lagrangefunktion

L = —mecy/uguf — qAgu” (4.18)
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herleiten. Um auf konservative Kréfte zu kommen, wird zusétzlich die Nebenbedingung

Agu’ —V =0 (4.19)
eingefiihrt. Die Lagrangefunktion lautet dann analog zu (4.7)

L = —mcy/uguf — qAgu” + Aq(Agu” — V). (4.20)
Mit der Euler-Lagrange-Gleichung

o doL_, a
ergibt sich die Bewegungsgleichung

Ml = (1 — \)qFapu” + A0, V. (4.22)

Wird der Lagrange-Multiplikator

A=1 (4.23)
gewahlt, so verschwindet der geschwindigkeitsabhéngige Term und es bleibt

mi, = q0,V. (4.24)
Mit der eingesetzten Nebenbedingung lautet die Verallgemeinerung von (4.8) und (4.14)

My = q@aAguB = angu”B, (4.25)

wobei v nur von der Eigenzeit 7 abhéngt. Zieht man von der rechten Seite einen Term
qSsau” ab, um ihn sofort wieder hinzuzufiigen, so erhiilt man analog zu (4.12):

Mty = q(Sap — Sga)uﬁ + qu'BSga = qFaguﬂ + qufBSga. (4.26)

Die Maxwellgleichungen bleiben als Spezialfall in der Bewegungsgleichung enthalten.

4.2. Herleitung der inhomogenen Feldgleichung aus der Lagrangedichte

Gleichung (1.116) kann als Losung eines Variationsproblems aufgefasst werden. Fiir die
Lagrangedichte wird als Ansatz gewéhlt:

L(Ag, 00Az) = L(Ap, Sap) = % 235 P Ag + L. (4.27)
0
Dann gelten die Euler-Lagrange-Gleichungen
oL 0 oL
— =0. 4.2
0Az  0x* 0(0,A3) 0 (4.28)
Es ist
oL
Edadp—y 4.2
und
oL L 0548 qap 987 1 s
= —| — @ —_ — « . 4
55 2MO( 5 Saﬁs + Sy Saﬁ) uos (4.30)

Einsetzen von (4.29) und (4.30) in (4.28) ergibt (1.11b).
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4.8. Eine inhomogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Gegeben ist die folgende inhomogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

1 1
y' + Ey’ Y= —f(z), x>0. (4.31)
Durch die Wahl der Substitution
y(x) = zg(z) (4.32)
geht diese Differentialgleichung in die einfachere Form
3
9"+ -9 = J@) (4.33)
x x
iiber. Durch eine weitere Substitution
§(2) = () (4.34)
erhédlt man eine inhomogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung
3
2+ —z= —w, (4.35)
x x
die sich durch Variation der Konstanten losen lasst. Der Ansatz ist
_ — [3dz C(I)
z=c(x)e I = 5 (4.36)

Fiir ¢(z) ergibt sich nach Einsetzen das Integral

c(x) = —/x2f(x)dx + 1. (4.37)

Nun werden zwei Sonderfélle fiir f(x) gew#hlt. Im Fall der homogenen Differen-
tialgleichung (f(z) = 0) ergibt sich als endgiiltige Losung:

c
y= —ﬁ + . (4.38)
Fiir den inhomogenen Fall
1
fle) =+ (4.39)

erhélt man entsprechend

y= —;—; +cow — glnx. (4.40)
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4.4. Bestimmungsgleichung fiir das Vektorpotential bei verschwindendem Magnetfeld

Fiir den dreidimensionalen Fall folgt aus (1.145):

—AA = rotrotA — grad divA = pgi. (4.41)
Mit (1.7) ist

—grad divA = pgi = pokE. (4.42)
Mit der Hilfsgrofie

Z = divA (4.43)
gilt

—gradZ = pokE. (4.44)
Andererseits gilt

—gradV = E. (4.45)
Der Vergleich von (4.44) und (4.45) liefert:

Z = Zy+ porKV. (4.46)

Die zusétzliche Konstante Z, dndert dabei nichts am Wert der elektrischen Feldstérke.
Es folgt mit (4.43)

divA = Zy + sV |. (4.47)

Fiir Gebiete mit verschwindender Stromdichte entféllt der zweite Term. Aus dieser
Gleichung kann mit (1.2) durch Integration das gesuchte Vektorpotential berechnet
werden. Z; und die Integrationskonstante lassen sich mit Hilfe der beiden Rand-
bedingungen fiir das Vektorpotential bestimmen. Fiir Z, ergibt sich

Z() = /L()KJU. (448)
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4.5. Energie-Impuls- Tensor

Mit Gleichung (1.14a) gilt fiur die Kraftdichte:
ko = Sapi”® = Fopi® +iP05A,. (4.49)

Die Kraftdichte lasst sich auf beiden Seiten als Divergenz eines Energie-Impuls-Tensors
darstellen. Zunéchst erfolgt die Berechnung fiir die linke Seite. Mit den Feldgleichungen
(1.11a) und (1.11b) gilt:

1 1
ko = Saﬂiﬁ - aﬂaysvﬁ = —[87(5043575) - S%B(avsaﬁ)]
Ko Ho (4 50)
1 .
= “—[f%(saﬁsw) — 87%(08,6))-
0
Im letzten Term wurde die Beziehung
0ySap = 070,43 = 0,0,Ag = 0,55 (4.51)
verwendet. Dann kann man setzen:
1 _
575(804575) = 5804(&,5575) = 0,9, (4.52)
mit der Abkiirzung
-1
S=3 rALS (4.53)
Es gilt
1 s - 1 s -
e = [0 (SasS77) — aS] = — [0, (SusS™) — 530,
& - (4.54)
= —8V(Sa557ﬁ —618) = —85(Sm5'ﬁ7 —028) = 05T.,".
Ho Ho
Im letzten Schritt wurden die Indizes 5 und v vertauscht. Die Grofle
1 _
T." = —(Say ST — 028) (4.55)
Ho
ist der Energie-Impuls-Tensor des Feldes S. Durch Hochziehen des Index « entsteht der
Tensor
1 _
T = M—(Savsﬁ7 —g*Ps). (4.56)
0
Wie die folgende Umformung zeigt, ist dieser Tensor symmetrisch:
1 _
TP = ,u—(gcwgaéSﬁ7 — g*P8) = TP, (4.57)
0

Fiir die Kraftdichte kann man dann auch schreiben

k® = 05T (4.58)
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Die rechte Seite kann wie folgt geschrieben werden:

ko = 6/3TEMQ6 + Z'BagAa. (459)
Dabei ist
1 1
Tomta” = —[Fay 7" = 200 (Fs )] (4.60)
Ko

der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes. Der zweite Term kann wegen
der Ladungserhaltung weiter umgeformt werden:

ko = 03Tama” + 05(Aai®) — An0si® = 05T + 05Tan”, (4.61)
mit

Tan” = Aui®. (4.62)
Mit (4.49) gilt dann

T.” = Temo” + Tad”. (4.63)

Wird der Index a hochgezogen erhélt man
T = Ty + T . (4.64)

Da 7% und Tey®® symmetrisch sind muss auch T4 symmetrisch sein. Das ist jedoch
nur moglich, wenn alle Nichtdiagonalkomponenten in 7 verschwinden:

A% a =B,
aB __
ThY = { 0 o4 B (4.65)

Das bedeutet, dass im Spannungstensor T nur Hauptspannungen vorkommen.

4.6. Divergenz eines symmetrischen Tensors in Zylinderkoordinaten

Der Spannungstensor lautet in Zylinderkoordinaten

O-’I" T?"QO TTZ
T=| 7, 0p 7o |- (4.66)
Trz Toz Oz
Dann lautet die Divergenz dieses Tensors:
a r 18 r r a TZ\ —
o L1 Tro  Op — Oy T \é.
or r Oy r 0z
or, 100, 27, OTp:,
- 4.67
( or r Op r 0z ) ( )
or.. 101,. 7. Oo.

((97“ r Op r 0z

divT = (
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4.7. Losung des Durchflutungsgesetzes bei radialer Stromdichte

Fiir einen Hohlzylinder mit Rotationssymmetrie und axialer Translationssymmetrie und
einer radialen Stromdichte i,(r) hat das Durchflutungsgesetz (1.8) die Gestalt

10B. 0B,

; agp — 5 = /J’OZT(T)’ (468(1)
0B, 0B. -

- — 0, (4.68b)
10 10B,

Ferner muss das Magnetfeld quellenfrei (divé = 0) sein, d. h.
10 10B, OB
——(rB,) + -—= = =0. 4.
r@r(r )+7“ Oy * 0z 0 (4.69)
Aufgrund der Symmetrie muss die Losung die Form B = B(r) haben. Aus (4.68b) folgt
daher

B.(r) = cs, (4.70)
aus (4.68¢)
B,(r) = % (4.71)

und mit diesen beiden Ergebnissen aus (4.69)
C1

B,(r) = - (4.72)
Setzt man diese Komponenten in (4.68a) ein, so ergibt sich

ir(r) =0 (4.73)
als Widerspruch zur Losung (1.3).
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